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ホ曲線の長さ Nα)である.従って，NとRの聞には Nrv RD， D = ln4/ln3竺1.26
という関係がれによらず常に成り立つ.このとき，この近似的なコッホ曲線の大きさ R
は構成線分の総数 (rv長さ)Nに対して










































す. 時刻 0から Tまでのこの曲線の長さを N とすると，時空間 (t-XH平面)での
Lt 
図 3:1次元ブラウン曲線XH(t)(H = 1/2)の例.
1歩1歩は一定の長さを持つので，Nは勿論 Tに比例する.即ち，曲線の横幅 Tは長




Tl/2である.従って，このパターンの縦幅 X は長さ Nに対して X rv NlI:z， 均=1/2 
とスケールされる.この関係は前節最後で議論したブラウン運動の 1次元の場合に相当
する.以上により，このブラウン曲線 XH(t)(H =ぬ=1/2)から任意に取った部分曲
線では，長さ Nに対して縦幅 X と横幅 Tのスケールのされ方が異なっていることが
わかった.
前節の式(1)でみたように，コッホ曲線のような自己相似なパターンでは縦横無関係























































































である.標準偏差 X，Yはこの部分曲線 ABの Z方向， y方向のおおまかな大きさを表
すとみてよい.こうして部分曲線 ABについて 1組の値 (NjX，Y)が得られた.与えら
れた曲線上に任意に2点を取って上の測定手続きを繰返して多数の値の組 (N;X，Y)を








軸が XH軸で X軸が t軸で表されている.ブラウン曲線のスケールに依らない特性












YrvN均X rv NVx， 
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図 9:図8に示した曲線上の任意の2点間の長さ N とその問の横軸及び縦軸方向の変化
の標準偏差 X とZとの関係.傾きからぬ二0.55，1/x = 1.00. 
















ウン運動(仕actionalBrownian motion; f Bm)曲線勾(t)，H = νzで近似できると仮
定しよう.H = 1/2の場合が図3に示した通常のブラウン曲線である.t=Oで原点
XH = 0からスタートしたこの fBm粒子に対して連続極限を考えると，時間 tでの変
位が XHrv XH +dXHの間にある確率は
ω(ZHJ)dZH= 1 叫(ニ主主)dXH (5) ( 47r Dt2H) 1/2 ~-.r ¥ 4Dt2H J 
で与えられる.ここで Dは粒子の拡散係数である.従って，時刻 tに原点 (XH= 0)に
戻る確率はPr(t)rv t-H であり，時間間隔Oから Tの聞に原点に戻る回数 Nト(T)は
rT 
凡(T)rv JoPr(t)dt rv T1-H (6) 
となる.これは fBm曲線の水平線との交点 (XH(t)= 0を満たす)の集合が自己相似で
あり，フラクタル次元 Do= l-Hのランダムなカントール集合をなすことを意味する.
ここで再び地表に話を戻そう.図8のような地表の垂直断面プロフィールは近似的に








れている. [(7)式は fBm曲線の局所次元 DLの表式と一致するが，その意味は全く異
なることに注意すべきである].また，等高線の集りから 1本だけを取り出したとき，そ










































































九(ε)=J;4 (乞九(ε)= 1) (8) んψ(r)dr
と定義しよう.この確率測度九(e)はε→0に対して一般に
九(ε)rvεα (9) 
とスケールされるであろう.この指数 αは特異性 (singularity)指数または Lipschitz-
Holder指数と呼ばれ，分布確率の局所的な性質を特徴づける量である.
この指数 αの具体例としては，図 11のような2次元静電場(ラプラス場ゆ)中の模
形導体表面での誘起電荷 σの分布を考えるとよい.導体表面上の電場を En(η は表面
の法線方向を表す)とするとガウスの法則より
δゆ























=入=一=一一一 (14) s 271"-γ 
と表されることがわかる.模の開き角 γが図12のように特別な場合;γ=0，π/2，爪 2π
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フラクタル次元はf=Oであり，模の両側面では γ=β=π より α=1 (図 12参照)， 
この αを持つ点集合(線)のフラクタル次元はf=lである.即ち，この場合のf(α)























Zq(ε)~ ♂ (C → 0) (19) 
とスケールされると仮定しよう.それが本当かどうかは (18)式で εを変えて Zq(ε)を
計算し，このスケーリング性を確かめればよい.ここで指数%を
可=(q-1)Dq (20) 
とおく.因子 (q-1)は (8)と(18)から Zq=l= 1でなければならないこと(規格化
条件)から来ている.(18)式より Zqは確率分布の情報をくまなく内包するので， (19)， 
(20)から導かれる






E→u m ε (22) 
となり，これはサポートのフラクタル次元に他ならない.また，q = 1では (21)式は直
接使えないが， (18)， (21)で q= 1 + d， d→0とすることにより
N(e) 
乞九(ε)lnlミ(ε)
D1 = li.n!..!=1 、
ε→u ln ε (23) 
と表され，分子が情報量なので情報次元Cinformationdimension) と呼ばれている.D2 
は相関次元 (correlationdimension)である.特に，図10(a)そのもののように，確率分





















しているはずである.式 (9)を(18)に代入し，セル tについての和を (15)を使って α
の積分に置き換えると，“分配関数"Zq(ε)は
Zq(c) = JぬFρ(α')ecl-f(α') (26) 
と表される.ε → 0の極限ではこの積分は qa'-f(α')が最小となる dの値で決まる.
そこで
d~' {qa' -f(a')} = 0， ;:12 {qa'一六α')}> 0 
を満たす dをα(q)とすると
1'(α(q) = q， f"(α(q) < 0 (27) 
となる.後の式はf(α)曲線が上に凸であることを示している.このα(q)を使えば(26)は
Zq(ε) t'.J eqα(q)-f(α(q) 
と近似でき， (19)と(20)式より
有三 (q-1)Dq=α(q)-f(α(q) (28) 
となる.この式の両辺を qで微分して (27)を代入すると α(q)が，また (28)式そのも
のから f(α(q)がDq(あるいは Tq)を使って
dTn d 、
α(q)=」=ー{(q-1)Dq} ， dq dq¥.¥4 -/-'1.J 1 ~ 
(29) 
f(q) = qα(q) -Tq = qα(q)一(q-1)DqJ 
と表される.即ち，Dqが求まっていれば， (29)式によって qを媒介変数にして f(α)が
決定できることがわかった.式 (27)t'.J (29)より，f(α)は q=Oで最大値 Doをとる
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こと ((16)式)や α(q= 1)= f (q= 1)= D1などが容易に導ける.(29)式をみると，
Tq = (q -l)Dqとf(α)とはルジャンドノレ変換で結ぼれており，熱力学との形式的類似
も見えて来るであろう (q件 s，Tq件 sF，α件 E，f 仲 S).
図10に示したような2次元DLAクラスター(図10(a))上の誘起電荷分布(図10(b))
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とか， f(α)が上に凸であるとか，その最大値がサポート (2次元 DLAクラスター)の








































の線分を 2等分し，一方に確率 Plを，他方に P2= l-Plを割り振る.次に各々の
線分をさらに 2等分してそれぞれに同じ比率で確率を割り振ると， 4個の線分がそれぞ
れpi，PIP2，P2P13P2の確率を持つことになる.以下，同様の手続きを繰返す.結果は
Pl = P2 = 0.5の時には一様分布だが，それ以外には非一様な分布が得られる.特に
12< 1のときには一端に局在した分布となる.
この場合の Dq，f(α)の表式を導出せよというのが問題である.確率が線分上に乗っ
ている(サポートが線分)ので Do= 1は当然だが，この場合には Dqとf(α)の厳密
な表式が導ける.確率の割り振りの過程が2項的であることに注目し， η 段階目の線分
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